
Äåñåòè áúëãàðñêè �åñòèâàë íà ìëàäèòå ìàòåìàòèöè

Òðåòè êðúã, Òåìà çà 10 � 12 êëàñ

�ÅØÅÍÈß

Çàäà÷à 1. Äàäåíè ñà ïðîñòè ÷èñëà p1, p2, p3 è p. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâàò öåëè ÷èñëà

x è y òàêèâà, ÷å y2 ≡ p1x
4 − p1p

2
2p

2
3 (mod p).

�åøåíèå. Ñëó÷àèòå p ∈ {p1, p2, p3} ñå ïðîâåðÿâàò ëåñíî, òàêà ÷å íåêà p 6= pi çà i = 1, 2, 3.

Çà óäîáñòâî, ùå ïèøåì P = p2p3 è îáè÷àéíîòî îçíà÷åíèå
(

·
p

)

çà ñèìâîëà íà Ëüîæàíäúð.

Â ñëó÷àé, ÷å P èëè −P å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë p, ìîæåì äà èçáåðåì y = 0 è

ïîäõîäÿùî x. Âå÷å ùå ñ÷èòàìå, ÷å è äâåòå ñà êâàäðàòè÷íè íåîñòàòúöè � â ÷àñòíîñò, îò

ìóëòèïëèêàòèâíîñòòà íà ñèìâîëà ñëåäâà

(

−1

p

)

= 1.

Àêî

(

p1
p

)

= 1 èçáèðàìå x = 0 è ñúîòâåòíîòî y, òàêà ÷å íåêà

(

p1
p

)

= −1. Ñëåäîâàòåëíî

îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å çà íÿêîå x òî÷íî åäíî îò x2 ±P å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë p.

Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å.

(

x2−P
p

)

=
(

x2+P
p

)

çà âñÿêî x. Çàìåñòâàíå íà x ñ Px è èç-

ïîëçâàéêè ìóëòèïëèêàòèâíîñòòà íà ñèìâîëà, ïîëó÷àâàìå

(

Px2−1

p

)

=
(

Px2+1

p

)

çà âñÿêî x.

Ïîíåæå P å êâàäðàòè÷åí íåîñòàòúê, ñëåäâà ÷å

(

z−1

p

)

=
(

z+1

p

)

çà z = 0 è çà âñåêè íåîñòà-
òúê z.

Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî îò êâàäðàòè÷íèòå íåîñòàòúöè è 0 ïî ìîäóë p. Ìîùíîñòòà ìó

å

p+1

2
> p

2
è ñëåäîâàòåëíî òî ñúäúðæà äâà ïîñëåäîâàòåëíè åëåìåíòà z0 − 1 è z0. Ñåãà îò

ãîðíîòî çà z èíäóêòèâíî ñëåäâà, ÷å âñåêè îñòàòúê å 0 èëè íåêâàäðàòè÷åí, ïðîòèâîðå÷èå.

Ñ òîâà çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Çàäà÷à 2. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC ñ öåíòúð íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò I è ïåòè íà

úãëîïîëîâÿùèòå ïðåç B è C− B1 è C1 ñúîòâåòíî. Íåêà S å ñðåäàòà íà äúãàòà BAC îò

îïèñàíàòà îêîëî △ABC îêðúæíîñò(Ω) è íåêà ωA å âúíøíîâïèñàíàòà îêðúæíîñò ñðåùó

âúðõà A íà òðèúãúëíèê ABC. Íåêà ωA(IA) äîïèðà AB è AC â òî÷êè D è E ñúîòâåòíî è

íåêà SI ∩ Ω = {S, P}. Íåêà M å ñðåäàòà íà DE è íåêà N å ñðåäàòà íà SI. Àêî ïðàâèòå

MN è AP ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà K, òî äà ñå äîêàæå, ÷å KIA ⊥ B1C1.

�åøåíèå. Çà äà ðåøèì çàäà÷àòà ùå ñà íè íåîáõîäèìè 2 ëåìè.
Ëåìà 1. Íåêà MB è MC ñà ñðåäèòå íà äúãèòå AB è AC îò Ω. Òîãàâà N å ñðåäàòà íà

îòñå÷êàòà MBMC .

Äîêàçàòåëñòâî. Ñëåä ïðåñìÿòàíå íà úãëè ëåñíî ñå âèæäà, ÷å �èãóðàòà MBIMCS å

óñïîðåäíèê, îòêúäåòî òâúðäåíèåòî ñëåäâà.

Ëåìà 2. Íåêà òî÷êà O å öåíòúðúò íà Ω. Òîãàâà IAO ⊥ B1C1.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà X è Y ñà ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà ðàäèêàëíàòà îñ íà Ω è ωA ñ AB è

AC. Òîãàâà XD2 = XB.XA, îòêúäåòî ëåñíî ñëåäâà, ÷å XA = p2

a+b
è àíàëîãè÷íî Y A = p2

a+c
.

Òàêà

XA
Y A

= a+c
a+b

= AC1

AB1

⇒ XY ||B1C1. Ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà, ÷å OIA ⊥ B1C1, êîåòî èñêàõìå

äà äîêàæåì.

Îáðàòíî êúì çàäà÷àòà, íåêà T å âúíøíèÿò öåíòúð íà õîìîòåòèÿ(h), èçïðàùàùà Ω â

ωA. Íåêà F å äîïèðíàòà òî÷êà íà ωA ñ BC. Òîãàâà îò úãëè ïîëó÷àâàìå, ÷å △MBSMC

å õîìîòåòè÷åí íà △DFE. Ñëåäîâàòåëíî h(MBMC) = DE è â ÷àñòíîñò h(N) = M, êîåòî

îçíà÷àâà, ÷å T ∈ MN, êàêòî è T ∈ OIA. Íåêà ΩA å ïîëóâïèñàíàòà îêðúæíîñò ñðåùó âúðõà
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A çà △ABC. Òîãàâà îò òåîðåìà çà òðèòå õîìîòåòèè çà Ω, ωA è ΩA ñëåäâà, ÷å P (âúíøåí

öåíòúð íà õîìîòåòèÿ, èçïðàùàùà ΩA â Ω), (âúíøåí öåíòúð íà õîìîòåòèÿ, èçïðàùàùà

ΩA â ωA) è T (âúíøåí öåíòúð íà õîìîòåòèÿ, èçïðàùàùà ωA â Ω) ëåæàò íà åäíà ïðàâà.

Ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà, ÷å T ≡ K, ñ êîåòî çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Çàäà÷à 3. Äàäåí å íåòúïîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC (BC > AC) ñ âèñî÷èíà CD (D ∈ AB),

öåíòúð íà îïèñàíàòà îêðúæíîñò O è ñðåäà M íà ñòðàíàòà AB. Òî÷êàòà E ëåæè íà ëú÷à

BA è å òàêàâà, ÷å AE ·BE = DE ·ME. Àêî ïðàâàòà OE ðàçïîëîâÿâà ëèöåòî íà △ABC è

CO = CD cos <) ACB, äà ñå íàìåðÿò úãëèòå íà òðèúãúëíèêà ABC.

�åøåíèå. ßñíî å, ÷å E íå å ìåæäó A è B. Àêî ïîëîæèì AD = x, DB = y, AE = z,

òî AE.BE = DE.ME ⇔ z.(x + y + z) = (x + z).x+y+2z

2
⇔ x2 + xy + xz − yz = 0 ⇔

x
y

= z
x+y+z

, ò.å.

AD
DB

= AE
BE

. Ñåãà îò òåîðåìèòå íà Ìåíåëàé è ×åâà (èëè ñúîáðàæåíèÿ ñ

õàðìîíè÷íî îòíîøåíèå) ñëåäâà, ÷å E ëåæè íà ïðàâàòà ïðåç ïåòèòå A1 è B1 íà âèñî÷èíèòå

ïðåç âúðõîâåòå A è B, ñúîòâåòíî. Íåùî ïîâå÷å, èçðàçÿâàíå íà úãëè äàâà CO ⊥ A1B1, à

îò △ABC ∼ △B1A1C (ñ êîå�èöèåíò cos <) ACB) ñëåäâà, ÷å ðàçñòîÿíèåòî îò C îò A1B1 å

CD cos <) ACB, ò.å. CO. Ñëåäîâàòåëíî O ∈ A1B1 è A1B1 ðàçïîëîâÿâà ëèöåòî íà △ABC.

Ñåãà îò ãîðíîòî ïîäîáèå ïîëó÷àâàìå cos <) ACB =
√
2

2
è <) ACB = 45◦. Òîãàâà CH = AB,

êúäåòî H å îðòîöåíòúðúò, à ïúê AB = R
√
2 = CD. Ñëåäîâàòåëíî H ≡ D è <) BAC = 90◦.

Îòòóê <) ABC = 45◦.

Çàäà÷à 4. Íà Ìàòåìàòè÷åñêèòå áîåâå ó÷åíèöè ðåøàâàëè n çàäà÷è, êàòî âñåêè ó÷åíèê

ðåøèë òî÷íî 3 çàäà÷è. Çà âñåêè äâàìà èìà íàé-ìíîãî åäíà çàäà÷à, êîÿòî å ðåøåíà è îò

äâàìàòà. Äà ñå äîêàæå, ÷å s å åñòåñòâåíî ÷èñëî, çà êîåòî s2 − s+ 1 < 2n, òî èìà s çàäà÷è,

íèêîè òðè îò êîèòî íå ñà ðåøåíè îò åäèí ó÷åíèê.

�åøåíèå. Íåêà t å íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî ñúñ ñâîéñòâîòî: Èìà t çàäà÷è, íèêîè òðè îò êîèòî

íå ñà ðåøåíè îò åäèí ó÷åíèê. Äà äîïóñíåì, ÷å t ≤ s − 1 è äà îçíà÷èì ìíîæåñòâîòî îò

òåçè t çàäà÷è ñ A. Òúé êàòî t å íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî ñ òîâà ñâîéñòâî, çà âñÿêà çàäà÷à x 6∈ A

ñúùåñòâóâàò äâå çàäà÷è y, z ∈ A, òàêèâà, ÷å èìà ó÷åíèê ðåøèë çàäà÷è x, y è z (â ïðîòèâåí

ñëó÷àé ùå äîáàâèì çàäà÷à x êúì A è ùå óâåëè÷èì t).

Ïî òîçè íà÷èí íà âñÿêà çàäà÷à èçâúí A ñúîòâåòñòâà äâîéêà îò çàäà÷è îò A. Ïðè òîâà

íà ðàçëè÷íè çàäà÷è èçâúí A ñúîòâåòñòâàò ðàçëè÷íè äâîéêè îò A (â ïðîòèâåí ñëó÷àé ùå

èìà ó÷åíèê ðåøèë ïîâå÷å îò 3 çàäà÷è). Ñëåäîâàòåëíî çàäà÷èòå èçâúí A ñà ïî-ìàëêî îò

äâîéêèòå çàäà÷è â A. Îò äðóãà ñòðàíà îò t ≤ s− 1 ïîëó÷àâàìå, ÷å äâîéêèòå çàäà÷è â A ñà

íàé-ìíîãî

(

s− 1

2

)

, à èçâúí A èìà ïîíå n− (s− 1) çàäà÷è. Íåðàâåíñòâîòî îò óñëîâèåòî å

åêâèâàëåíòíî íà

(

s− 1

2

)

< n− (s− 1) è ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 5. Íåêà a > 0 è 12a + 5b + 2c > 0. Äà ñå äîêàæå, ÷å íå å âúçìîæíî óðàâíåíèåòî
ax2 + bx+ c = 0 äà èìà äâà ðåàëíè êîðåíà â èíòåðâàëà (2; 3).

�åøåíèå. Äà äîïóñíåì, ÷å òîâà ñå ñëó÷âà çà êîðåíèòå x1 è x2. �àçäåëÿéêè íà 2a è ïîëç-
âàéêè Âèåò, ïîëó÷àâàìå

62, 5(x1 + x2) + x1x2 > 0 ⇒ (x1 − 2, 5)(x2 − 2, 5) > 0, 25.

Íî ñïîðåä äîïóñêàíåòî |x12, 5| < 0, 5 è |x22, 5| < 0, 5, òàêà ÷å ïîëó÷àâàìå àáñóðäà 0, 5.0, 5 >

0, 25.

Çàäà÷à 6. Ñúùåñòâóâà ëè �óíêöèÿ f : N → N , çà êîÿòî

f(f(n− 1)) = f(n+ 1)− f(n)
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çà âñÿêî n ≥ 2?

Îòãîâîð: Íå. Äà äîïóñíåì, ÷å òàêàâà �óíêöèÿ ñúùåñòâóâà. Îò äàäåíîòî óðàâíåíèå ïî-

ëó÷àâàìå f(n+1)−f(n) > 0 çà n ≥ 2, ò.å. f å ñòðîãî ðàñòÿùà. Ñëåäîâàòåëíî f(n) > f(2) =
n− 2 ≥ n− 1 ïðè n ≥ 2.

Ñåãà ùå îãðàíè÷èì f îòãîðå. Îò äàäåíîòî óðàâíåíèå èìàìå f(f(n − 1)) < f(n + 1)
èëè f(f(n) < f(n + 1) Çà n ≥ 1. Òúé êàòî f å ðàñòÿùà ïîëó÷àâàìå, ÷å èëè f(n) = 1 èëè
f(n) < n+2 çà n ≥ 1, êàòî è â äâàòà ñëó÷àÿ f(n) < n+2. Ñëåäîâàòåëíî n−1 ≤ f(n) ≤ n+1
çà n ≥ 2.

Íåêà n > 4. Èìàìå f(n − 1) ≥ 2 çà n − 1 ≥ 2 è êàòî ïðèëîæèì äîëíàòà ãðàíèöà,

ïîëó÷àâàìå

f(f(n− 1)) ≥ f(n− 1)− 1 ≥ n− 3.

Îò äàäåíîòî óðàâíåíèå èìàìå

f(f(n− 1)) = f(n+ 1)− f(n) ≤ (n + 2)− (n− 1) = 3

è ñëåäîâàòåëíî n− 3 ≤ 3 çà n > 4, êîåòî å íåâúçìîæíî.

Çàäà÷à 7. Ôóíêöèÿòà f(x) èìà çà äîïóñòèìè ñòîéíîñòè âñè÷êè ðåàëíè ÷èñëà, ïðèåìà

ðåàëíè ñòîéíîñòè è å òàêàâà, ÷å f(x + 1) = 2f(x) çà âñÿêî ðåàëíî x è f(x) = x(x − 1)
çà âñÿêî x ∈ (0, 1]. Äà ñå íàìåðè íàé-ãîëÿìîòî ðåàëíî ÷èñëî m, çà êîåòî íåðàâåíñòâîòî

f(x) ≥ −8

9
å èçïúëíåíî çà âñè÷êè x ∈ (−∞, m].

�åøåíèå. Èíäóêòèâíî ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî öÿëî n: f(x) = 2n(x − n)(x − n − 1) =
2n((x− 2n+1

2
)2− 1

4
) çà x ∈ (n, n+1]. Â ÷àñòíîñò, íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò â èíòåðâàëà (n, n+1]

ñå äîñòèãà ïðè x = 2n+1

2
è å −2n−2

, êîåòî å ïîíå

8

9
òî÷íî ïðè n ≤ 1. Îñòàâà äà ñúîáðàçèì,

÷å x ≥ 2 è 4(x − 2)(x − 3) ≥ −8

9
ñà èçïúëíåíè åäíîâðåìåííî òî÷íî ïðè 2 ≤ x ≤ 7

3
. Òàêà

òúðñåíîòî m å

7

3
.

Çàäà÷à 8. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ïîëèíîìè f ñ öåëè êîå�èöèåíòè, òàêèâà ÷å f(p)|(p −
3)! + p+1

2
çà âñÿêî íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî p.

�åøåíèå. Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî f èçïúëíÿâà óñëîâèåòî, òî è −f ñúùî ãî èçïúëíÿâà è

íåêà ÁÎÎ ñòàðøèÿò êîå�èöèåíò íà f áúäå ïîëîæèòåëåí. Ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ,

êîãàòî f å íåêîíñòàíòåí. Òîãàâà äà äîïóñíåì, ÷å f(0) 6= 0. Îò Ëåìà íà Øóð èìàìå, ÷å

ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà q, äåëÿùè ñòîéíîñòèòå íà ïîëèíîìà. Íåêà

äîïóñíåì, ÷å f(−1) 6= 0 è íåêà q å ïðîñòî ÷èñëî, êîåòî äåëè f(n) çà íÿêîå åñòåñòâåíî ÷èñëî
n, êàêòî è q > max |f(−1)|, |f(0). Òîãàâà ò.ê q íå äåëè f(0), òî q íå äåëè n. Ñëåäîâàòåëíî îò

Òåîðåìàòà íà Äèðèõëå àðèòìåòè÷íàòà ïðîãðåñèÿ ñ îáù ÷ëåí qk + n(k = 1, 2, . . .) ñúäúðæà
áåçáðîéíî ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà. Íåêà p å åäíî îò òÿõ, êàòî ÁÎÎ ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å

p− 3 > q. Ñëåäîâàòåëíî q|f(p)|(p− 3)! + p+1

2
, íî q|(p− 3)!, ñëåäîâàòåëíî q|p+ 1, îòêúäåòî

ñëåäâà, ÷å q|f(−1), êîåòî å íåâúçìîæíî, çàùîòî q > |f(−1)|. Ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå

ïîêàçâà, ÷å f(−1) = 0, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å x + 1|f(x). Êàòî ïîëîæèì p = 3, ïîëó÷àâàìå,
÷å 4|3, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî f(0) = 0, ò.å ñúùåñòâóâà ïîëèíîì g ∈ Z[X ], òàêà ÷å
f(x) = xg(x). Ïðèëàãàéêè ñúùèòå ðàçñúæäåíèÿ çà g è ò.í ïîëó÷àâàìå, ÷å f(x) = axn

çà íÿêîå a. Îòíîâî ïîëàãàíåòî p = 3 âîäè äî a = 1 è n = 1. Îñòàíà äà äîêàæåì, ÷å

p|(p − 3)! + p+1

2
, íî îò Òåîðåìàòà íà Óèëñúí ñëåäâà, ÷å (p − 2).(p − 3)! ≡ 1 (mod p) ⇒

(p− 3)! ≡ −1

2
(mod p), îòêúäåòî òâúðäåíèåòî ñëåäâà. Àêî f å êîíñòàíòà, òî p = 3 è p = 5

âîäÿò äî f ≡ 1. Òàêà îêîí÷àòåëíî âñè÷êè ðåøåíèÿ ñà f(x) = ±x è f(x) = ±1.
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