
Äåñåòè áúëãàðñêè �åñòèâàë íà ìëàäèòå ìàòåìàòèöè

Òðåòè êðúã, Òåìà çà 6 � 7 êëàñ

�ÅØÅÍÈß

Çàäà÷à 1. à) Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC. Íà ñòðàíàòà AC å èçáðàíà òî÷êà D, à íà ñòðàíàòà

BC � òî÷êà E òàêà, ÷å îòñå÷êàòà DE å óñïîðåäíà íà AB. Äîêàæåòå, ÷å
AD

DC
=

BE

EC
.

á) Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC. Íà ñòðàíàòà AC å èçáðàíà òî÷êà N , à íà ñòðàíàòà BC �

òî÷êà M òàêà, ÷å AN =
1

2
NC è CM =

1

2
MB. Òî÷êàòà P å ñðåäà íà BN , à ïðàâàòà ïðåç

P , óñïîðåäíà íà AB, ïðåñè÷à AM â òî÷êà Q. Äà ñå íàìåðè
AQ

QM
.

�åøåíèå. à) îò óñïîðåäíîñòòà ñëåäâà, ÷å

SAED = SBDE è îòòóê

AD

DC
=

SAED

SDEC

=
SBDE

SDEC

=
BE

EC
.

á) Íåêà ïðàâàòà PQ ïðåñè÷à AC â òî÷êà

X , à BC â òî÷êà Y .
b

A

b

B

b C

b
N

b
M

b

P
bX b

Q
b
Y

Â òðèúãúëíèêà ABN îò à) ñëåäâà, ÷å

AX

XN
=

BP

PN
= 1, ò.å. X å ñðåäà íà AN . Ñëåäî-

âàòåëíî

AX

XC
=

1

5
. Â òðèúãúëíèêà ABC îò à) ñëåäâà, ÷å

BY

Y C
=

AX

XC
=

1

5
. Ñëåäîâàòåëíî

BY

YM
=

1

3
.

Â òðèúãúëíèêà ABM îò à) ñëåäâà, ÷å

AQ

QM
=

BY

YM
=

1

3
.

Çàäà÷à 2. Òðèìà ðèáàðè ïðîâåëè ñëåäíèÿ ðàçãîâîð.

Ïåòúð: Êèðèë óëîâè ñàìî äâå ðèáè. Âàñêî óëîâè åäíà ðèáà ïîâå÷å îò Êèðèë. Íèå ñ

Âàñêî îáùî óëîâèõìå 8 ðèáè ïîâå÷å îò Êèðèë. Àç óëîâèõ ïîâå÷å ðèáè îò Êèðèë è Âàñêî

çàåäíî.

Êèðèë: Âàñêî íå óëîâè íèùî. Ïåòúð ëúæå, ÷å àç ñúì óëîâèë ñàìî äâå ðèáè. Àç è Ïåòúð

ñìå óëîâèëè ðàçëè÷åí áðîé ðèáè. Âàñêî è Ïåòúð óëîâèõà îáùî 13 ðèáè.

Âàñêî: Êèðèë óëîâè íàé-ìíîãî ðèáè îò âñè÷êè íàñ. Àç óëîâèõ òðè ðèáè ïîâå÷å îò

Ïåòúð. Êèðèë ëúæå, êàòî êàçâà, ÷å àç íå ñúì óëîâèë íèùî. Ïåòúð è Êèðèë óëîâèõà ïî

ðàâåí áðîé ðèáè.

Âñåêè îò ðèáàðèòå å êàçàë äâå âåðíè è äâå ãðåøíè òâúðäåíèÿ. Ïî êîëêî ðèáà å óëîâèë

âñåêè îò òÿõ?

�åøåíèå. Äà îçíà÷èì òâúðäåíèÿòà íà ðèáàðèòå ñ ïúðâàòà áóêâà íà èìåòî è ïîðåäíèÿ èì

íîìåð.

Àêî Ê1 å âÿðíî, ò.å. Âàñêî íå å óëîâèë ðèáà, òî Â2 è Â3 ñà ëúæè, ñëåäîâàòåëíî Â1 è

Â4 ñà èñòèíà; ïîñëåäíîòî å íåâúçìîæíî. Ñëåäîâàòåëíî Ê1 å ëúæà, à Â3 å èñòèíà.

Àêî Â4 å âÿðíî, ò.å. Ïåòúð è Êèðèë ñà óëîâèëè ðàâåí áðîé ðèáè, òî Ê3 è Ï4 ñà ëúæè.

Ñëåäîâàòåëíî âåðíèòå òâúðäåíèÿ íà Êèðèë ñà Ê2 è Ê4. Òîãàâà Ï1 å ëúæà è âåðíèòå

òâúðäåíèÿ íà Ïåòúð ñà Ï2 è Ï3. Íî îò Ï3 ñëåäâà, ÷å Âàñêî å óëîâèë 8 ðèáè; ñåãà îò Ï2
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ñëåäâà, ÷å Êèðèë å óëîâèë 7 ðèáè è Ê4 å ëúæà; ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî Â4 å ëúæà,

à Ê3 å èñòèíà.

Àêî Ï1 å èñòèíà, ò.å. Êèðèë å óëîâèë 2 ðèáè, òî ãðåøíèòå òâúðäåíèÿ íà Êèðèë ñà Ê1

è Ê2, ò.å. Ê4 å èñòèíà; Âàñêî è Ïåòúð ñà óëîâèëè îáùî 13 ðèáè. Ñúùî, Â1 å ëúæà, çíà÷è

âåðíèòå òâúðäåíèÿ íà Âàñêî ñà Â2 è Â3, ò.å. Âàñêî å óëîâèë ñ 3 ðèáè ïîâå÷å îò Ïåòúð.

Ïîëó÷àâàìå, ÷å Âàñêî å óëîâèë 8, à Ïåòúð � 5 ðèáè. Íî òîãàâà Ïåòúð èìà ñàìî åäíî âÿðíî

òâúðäåíèå; ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî Ï1 å ëúæà, à Ê2 å èñòèíà.

Àêî Â1 å èñòèíà, ò.å. Êèðèë å óëîâèë íàé-ìíîãî ðèáè, òî Ï2 è Ï4 ñà ëúæà è ãðåøíèòå

òâúðäåíèÿ íà Ïåòúð ñòàâàò òðè; ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî Â1 å ëúæà, ò.å. âåðíèòå

òâúðäåíèÿ à âàñêî ñà Â2 è Â3, ò.å. Âàñêî å óëîâèë ñ 3 ðèáè ïîâå÷å îò Ïåòúð. Òîãàâà Ï4 å

ëúæà è âåðíèòå òâúðäåíèÿ íà Ïåòúð ñà Ï2 è Ï3, ò.å. Âàñêî å óëîâèë åäíà ðèáà ïîâå÷å îò

Êèðèë è Ïåòúð è Âàñêî îáùî ñà óëîâèëè ñ 8 ðèáè ïîâå÷å îò Êèðèë. Îòòóê ëåñíî íàìèðàìå,

÷å Ïåòúð å óëîâèë 7 ðèáè, Âàñêî � 10 è Êèðèë � 9 ðèáè.

Çàäà÷à 3. Õèïåðäåëèòåëè íà äàäåíî åñòåñòâåíî ÷èñëî N ñà âñè÷êè äåëèòåëè íà ÷èñëàòà,

êîèòî ñå ïîëó÷àâàò, êàòî ñå èçòðèÿò íÿêîëêî (âúçìîæíî è 0) öè�ðè îòëÿâî è îòäÿñíî â

äåñåòè÷íèÿ çàïèñ íà N .

Íàïðèìåð, õèïåðäåëèòåëèòå íà 132 ñà äåëèòåëèòå íà 132, 13, 32, 1, 3 è 2, ò.å. ÷èñëàòà

îò ìíîæåñòâîòî {1, 2, 3, 4, 6, 8, 11, 12, 13, 16, 32, 132}.
à) Äîêàæåòå, ÷å èìà áåçêðàåí áðîé ÷èñëà, íà êîèòî 2018 ÍÅ Å õèïåðäåëèòåë.

á) Äîêàæåòå, ÷å èìà êðàåí áðîé ÷èñëà, íà êîèòî 2019 ÍÅ Å õèïåðäåëèòåë.

�åøåíèå. à) Äîñòàòú÷íî å äà çàáåëåæèì, ÷å 2018 íå å õèïåðäåëèòåë íà âñÿêî ÷èñëî,

çàïèñàíî ñàìî ñ íå÷åòíè öè�ðè.

á) Ùå äîêàæåì, ÷å âñÿêî ÷èñëî ñ ïîíå 2019 öè�ðè èìà 2019 çà ñâîé õèïåðäåëèòåë.

Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å 2019 å õèïåðäåëèòåë íà âñÿêî ÷èñëî ñ 2019 öè�ðè.

Íåêà ÷èñëîòî å N = a1a2 . . . a2019.

�àçãëåæäàìå ÷èñëàòà

a2019, a2018a2019, a2017a2018a2019 . . . a1a2 . . . a2019.

Àêî íÿêîå îò òÿõ ñå äåëè íà 2019, òî 2019 å õèïåðäåëèòåë íà N (òúé êàòî òå ñå ïîëó÷àâàò

÷ðåç èçòðèâàíå íà öè�ðè îòëÿâî íà N).

Àêî ñðåä òåçè 2019 ÷èñëà íÿìà êðàòíî íà 2019, òî äâå îò òÿõ äàâàò åäèí è ñúù îñòàòúê

ïðè äåëåíèå íà 2019 è çíà÷è ðàçëèêàòà èì ñå äåëè íà 2019, ò.å.

ak . . . a2019 − ap . . . a2019 = ak . . . ap−10 . . . 0 = ak . . . ap+1.10
2020−p

ñå äåëè íà 2019. Òúé êàòî 2019 è 10 ñà âçàèìíîïðîñòè, òî 2019 å äåëèòåë íà ak . . . ap+1 è

ñëåäîâàòåëíî õèïåðäåëèòåë íà N .

Ñëåäîâàòåëíî ÷èñëàòà, íà êîèòî 2019 íå å õèïåðäåëèòåë, èìàò ïî-ìàëêî îò 2019 öè�ðè

â çàïèñà ñè, ò.å. ñà êðàåí áðîé.

Çàäà÷à 4. Äàäåí å ïðàâèëåí øåñòîúãúëíèê ABCDEF ñ ëèöå S. Íà äèàãîíàëà CF ñà

èçáðàíè òî÷êè G è H òàêà, ÷å CH = FG = k.CF , êúäåòî k <
1

2
. Ïðàâàòà BH ïðåñè÷à

ñòðàíàòà DE â òî÷êàòà I, à EG ïðåñè÷à AB â òî÷êàòà J .

à) Àêî k =
1

3
, íàìåðåòå ëèöåòî íà óñïîðåäíèêà BIEJ .

á) Àêî ëèöåòî íà óñïîðåäíèêà BIEJ å ðàâíî íà 40%S, íàìåðåòå k.

â) Àêî ëèöåòî íà óñïîðåäíèêà BIEJ å k.S, íàìåðåòå k.
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�åøåíèå. Äà îçíà÷èì ëèöåòî íà

ABCDEF ñ S.

à) Â òîçè ñëó÷àé òî÷êèòå G è H ðàç-

äåëÿò äèàãîíàëà CF íà òðè ðàâíè ÷àñ-

òè. Äèàãîíàëèòå CF , BE è IJ ñå ïðåñè-

÷àò â öåíòúðà O íà øåñòîúãúëíèêà. Îñâåí

òîâà FG = 2GO. Ñëåäîâàòåëíî SGOE =
1

3
SFOE =

1

3
·
1

6
S =

1

18
S. Ëåñíî ñå âèæäà,

÷å SBIEJ = 8SGOE =
4

9
S.

á) Àêî îçíà÷èì SGOE = x, òî SBIEJ = 8x =
2

5
S, ò.å. x =

1

20
S. Òîãàâà SFGE =

1

6
S −

1

20
S =

7

60
S è îòòóê

FG

GO
=

7

60
S

1

20
S

=
7

3
. Ñåãà

ëåñíî ñëåäâà, ÷å k =
7

20
.

b

A

b

B

b
C

b

D
b

E

bF b

G

b

H

b

I

b

J

b
O

â) Êàêòî â á), îçíà÷àâàìå SGOE = x; SBIEJ = 8x = kS, ò.å. x =
k

8
S. Òîãàâà SFGE =

1

6
S −

k

8
S è

FG

GO
=

1

6
S − k

8
S

k
8
S

=
4− 3k

3k
. Ñåãà ëåñíî ñëåäâà, ÷å k =

FG

2(FG+GO)
=

4− 3k

8
è

íàìèðàìå k =
4

11
.

Çàäà÷à 5. Íà äúñêàòà å íàïèñàíî ÷èñëîòî m. Ìàÿ òðÿáâà äà ïîëó÷è 1 ñ ïîìîùòà íà êðàåí
áðîé îò ñëåäíèòå äâå îïåðàöèè: àêî íà äúñêàòà å çàïèñàíî ÷èñëîòî n, òî ìîæå äà ñå çàìåñòè

ñ n+ 1 èëè
n

3
, êàòî âòîðàòà îïåðàöèÿ å ðàçðåøåíà ñàìî àêî n ñå äåëè íà 3. Âúçìîæíî ëè

å òÿ äà ïîëó÷è 1 òàêà, ÷å íÿêîÿ îò öè�ðèòå 0, 1, . . ., 9 äà íå ñå ïîÿâè íà äúñêàòà íà íèêîÿ
îò ñòúïêèòå (âêëþ÷èòåëíî íà÷àëíàòà), àêî:

a) m = 2019 á) m = 2018 â) m = 2181

�åøåíèå. à) Îòãîâîð: Äà!. Ïúðâî óâåëè÷àâàìå äî 2025, ïîñëå äåëèì íà 3 äîêàòî äîñ-

òèãíåì 25 (ìèíàâàéêè ïðåç 675, 225, 75), ïîñëå ïðåç 26 è 27, ïîñëå 9, ïîñëå 3 è íàêðàÿ

1.

á) Îòãîâîð: Íå!. Ùå íàðè÷àìå öè�ðà çàáðàíåíà, àêî íåïðåìåííî ñå ïîÿâÿâà íà äúñ-

êàòà. Öè�ðèòå 2, 0, 1 è 8 ñà çàáðàíåíè îòíà÷àëî. Òúé êàòî 1 ìîæå äà ñå ïîëó÷è ñàìî îò

3, öè�ðàòà 3 å ñúùî çàáðàíåíà. Îñâåí òîâà, çà ïúðâàòà ñòúïêà ñìå äëúæíè äà ïðèáàâèì

1, îòêúäåòî 9 å ñúùî çàáðàíåíà.
Ñåãà ïîêàçâàìå, ÷å 4 å çàáðàíåíà. Íàèñòèíà, çà äà íå ÿ ïîëó÷èì êàòî ïîñëåäíà öè�ðà

òðÿáâà äà ïðèëîæèì äåëåíèå íà 3 íàé-êúñíî ïðè 2022, ïðè êîåòî ùå ïîëó÷èì èëè 673
(êîåòî ñ íåïðåìåííî ïðèáàâÿíå íà 1 âîäè äî 674), èëè 674.

Àíàëîãè÷íî 5 å çàáðàíåíà � èëè ïðè 2025, èëè ïðè 2019 : 3 = 673, ïîñëåäâàíî îò äâå
çàäúëæèòåëíè ïðèáàâÿíèÿ íà åäèíèöè.

Öè�ðàòà 6 ñúùî å çàáðàíåíà � èëè ïðè 2026, èëè ïðè äåëåíå íà íÿêîå îò 2019, 2022 è
2025 íà 3 � òàêîâà âèíàãè äàâà ÷èñëî, çàïî÷âàùî ñ 6.

Àíàëîãè÷íî 7 å çàáðàíåíà � èëè ïðè 2027, èëè ïðè äåëåíå íà íÿêîå îò 2019, 2022 è 2025
íà 3 � òàêîâà âèíàãè äàâà ÷èñëî ñ öè�ðà íà äåñåòèöèòå 7.

â) Îòãîâîð: Äà!. Äîáàâÿìå åäèíèöè äî 2187 (òîâà èçïîëçâà öè�ðèòå 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8)
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è ïîñëå ñàìî íà 3, ïðåìèíàâàéêè ïðåç 729, 243, 81, 27, 9, 3 è 1. Öè�ðàòà 0 íå ñå å ïîÿâèëà.

Çàäà÷à 6. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ïðîñòè ÷èñëà p, çà êîèòî ÷èñëîòî

2p
2

+ 3p
2

+ 4p
2

+ 8

ñå äåëè íà 13.
Îòãîâîð: p = 3. Ñëó÷àèòå p = 2, 3 ñå ïðîâåðÿò äèðåêòíî. Çà p ≥ 5 èìàìå, ÷å p2 − 1

ñå äåëè íà 12, ïîíåæå òî÷íî åäíî îò p − 1 è p + 1 ñå äåëè íà 4 è òî÷íî åäíî íà 3. ×ðåç
äèðåêòíà ïðîâåðêà èìàìå 212 ≡ 312 ≡ 412 ≡ 1 (mod 13) è çíà÷è 2p

2

≡ 2 (mod 13), ïîäîáíî
çà 3 è 4. Ñëåäîâàòåëíî èçðàçúò âèíàãè äàâà îñòàòúê 4.

Çàäà÷à 7. Íà èçëîæáà èìà 50 êàðòèíè, çà âñÿêà îò êîèòî ñà èçïîëçâàíè k öâÿòà. Èçâåñòíî

å, ÷å âñåêè 20 êàðòèíè èìàò ïîíå åäèí îáù öâÿò, êàêòî è ÷å íÿìà öâÿò, êîéòî äà ñå ñðåùà

âúâ âñè÷êè êàðòèíè. Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà k.

Îòãîâîð: k = 21. Äà äîïóñíåì, ÷å k ≤ 20 è íåêà öâåòîâåòå ñà 1, 2, . . . , k. Ïîíåæå íÿìà
öâÿò, êîéòî äà ñå ñðåùà íàâñÿêúäå, çàäúëæèòåëíî èìàìå êàðòèíà P1, â êîÿòî íÿìà öâÿò

1, êàðòèíà P2, â êîÿòî íÿìà öâÿò 2 è ò.í. äî êàðòèíà Pk, â êîÿòî íÿìà öâÿò k. Íî òîãàâà

êàðòèíèòå P1, P2, . . . , Pk, çàåäíî ñ êîè äà å äðóãè 20− k íà áðîé êàðòèíè íÿìàò îáù öâÿò,

ïðîòèâîðå÷èå.

Çà k = 21 å äîñòàòú÷íî äà èçáåðåì 21 êàðòèíè, åäíà îò êîèòî íå ñúäúðæà öâÿò 1, äðóãà
íå ñúäúðæà öâÿò 2 è ò.í. äî 21-âàòà äà íå ñúäúðæà öâÿò 21; è íåêà â äðóãèòå 29 êàðòèíè
ñå ñðåùàò âñè÷êè öâåòîâå.

Çàäà÷à 8. Îòáîð ïî øàõ ñå ñúñòîè îò n ìîì÷åòà è n ìîìè÷åòà. Äâà îòáîðà èãðàëè òóðíèð,

êàòî âñåêè ñúñòåçàòåë îò åäèíèÿ îòáîð èçèãðàë åäíà ïàðòèÿ ñ âñåêè ñúñòåçàòåë îò äðóãèÿ

îòáîð. Êîãàòî ñúñòåçàòåëèòå ñà îò åäèí ïîë çà ïîáåäà ñå äàâà 1 òî÷êà, çà ðàâåí ñå äàâàò

ïî 0, 5 òî÷êè íà äâàìàòà è çà çàãóáà íå ñå äàâàò òî÷êè. Êîãàòî èãðàÿò ìîì÷å ñ ìîìè÷å ïðè
ïîáåäà çà ìîì÷åòî òî ïîëó÷àâà 1 òî÷êà, à ìîìè÷åòî ïîëó÷àâà 0 òî÷êè, ïðè ðàâåí ìîì÷åòî

ïîëó÷àâà 0, 5 à ìîìè÷åòî ïîëó÷àâà 1 òî÷êà, à ïðè ïîáåäà íà ìîìè÷åòî òÿ ïîëó÷àâà 1, 5
òî÷êè, à ìîì÷åòî ïîëó÷àâà 0 òî÷êè.

Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêîòî n, çà êîåòî å âúçìîæíî îòáîðúò ñ ïî-ìàëêî ïîáåäè äà èìà

ïîâå÷å òî÷êè?

Îòãîâîð: n = 3.
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