
Äåñåòè áúëãàðñêè �åñòèâàë íà ìëàäèòå ìàòåìàòèöè

Òðåòè êðúã, Òåìà çà 8 � 9 êëàñ

�ÅØÅÍÈß

Çàäà÷à 1. à) Ñúùåñòâóâà ëè ìíîæåñòâî A îò 8 åñòåñòâåíè ÷èñëà, âñÿêî îò êîèòî å ïî-ìàëêî

îò 100 è íèêîè äâå ïîäìíîæåñòâà íà A íÿìàò ðàâíè ñóìè îò åëåìåíòèòå ñè.

á) Ñúùåñòâóâà ëè ìíîæåñòâî A îò 9 åñòåñòâåíè ÷èñëà, âñÿêî îò êîèòî å ïî-ìàëêî îò

100 è íèêîè äâå ïîäìíîæåñòâà íà A íÿìàò ðàâíè ñóìè îò åëåìåíòèòå ñè.

Îòãîâîð: à) Äà. á) Íå. à) {3, 6, 12, 24, 48, 95, 96, 97} âúðøè ðàáîòà.

á) Íåêà ÷èñëàòà ñà x1, . . . , x9. Òîãàâà ñáîðîâåòå

±x1 ± x2 ± · · · ± x9

ñà ðàçëè÷íè, ñ åäíàêâà ÷åòíîñò è ðàçëè÷íè îò 0. Òîãàâà íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà äâà îò

ìîäóëèòå íà ãîðíèòå ñóìè ñà 1 (çà 1 è −1), ñëåäâàùèòå äâà ñà íàé-ìàëêî 3 è ò.í., ò.å.

∑

(±x1 ± x2 ± · · · ± x9)
2 ≥ 2(12 + · · ·+ 5112) = 512.87381

Îò äðóãà ñòðàíà ñóìàòà ïî-ãîðå å ðàâíà íà

512(x2

1
+ · · ·+ x2

9
)

òúé êàòî óäâîåíèòå ïðîèçâåäåíèÿ ñå ñúêðàùàâàò. Ñëåäîâàòåëíî

x2

1
+ · · ·+ x2

9
≥ 87381

è ïîíåæå âñèêè ñúáèðàåìè ñà ïî-ìàëêè îò 100, ïîëó÷àâàìå, ÷å òå ñà íå ïî-ìàëêè îò 80.

Èçâàæäàìå îò âñè÷êè ÷èñëà ïî 80 è ðàçãëåæäàìå ïîëó÷åíîòî ìíîæåñòâî îò 9 ÷èñëà îò

0 äî 20 è êàòî ðàçãëåäàìå âñè÷êè ïîäìíîæåñòâà îò ïî 4 åëåìåíòà ïîëó÷àâàìå, ÷å òå ñà

ïîâå÷å îò âúçìîæíî íàé-ãîëÿìàòà ñóìà îò 80.

Çàäà÷à 2. Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî k íåêà S(k) îçíà÷àâà ñáîðà îò öè�ðèòå íà k. Äà ñå
íàìåðè íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî n çà êîåòî S(n)− S(2n) = 2019.

Îòãîâîð: 555 . . . 56
︸ ︷︷ ︸

505

. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ðàçëèêàòà ìåæäó ñúîòâåòíèòå öè�ðè íà n è 2n å

íàé-ìíîãî 5. Àêî å òî÷íî 5, òî òîâà å èëè öè�ðàòà íà åäèíèöèòå, èëè ïðåäèøíàòà öè�ðà

å ïî-ìàëêà îò 5. Òîãàâà ðàçëèêàòà ìåæäó ñáîðà íà äâåòå öè�ðè (5 è ïðåäèøíàòà) íà n è

íà 2n å íå-ïîâå÷å îò 5. Ñëåäîâàòåëíî íè òðÿáâà ïîíå 505 öè�ðåíî ÷èñëî è ëåñíî ñå âèæäà,

÷å òîâà å 555 . . . 56
︸ ︷︷ ︸

505

.

Çàäà÷à 3. Íà Ìàòåìàòè÷åñêèòå áîåâå ó÷åíèöè ðåøàâàëè 46 çàäà÷è, êàòî âñåêè ó÷åíèê

ðåøèë òî÷íî 3 çàäà÷è. Çà âñåêè äâàìà èìà íàé-ìíîãî åäíà çàäà÷à, êîÿòî å ðåøåíà è îò

äâàìàòà. Äà ñå äîêàæå, ÷å èìà 10 çàäà÷è, íèêîè òðè îò êîèòî íå ñà ðåøåíè îò åäèí ó÷åíèê.

�åøåíèå. Íåêà t å íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî ñúñ ñâîéñòâîòî: Èìà t çàäà÷è, íèêîè òðè îò êîèòî

íå ñà ðåøåíè îò åäèí ó÷åíèê. Äà äîïóñíåì, ÷å t ≤ 9 è äà îçíà÷èì ìíîæåñòâîòî îò òåçè

t çàäà÷è ñ A. Òúé êàòî t å íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî ñ òîâà ñâîéñòâî, çà âñÿêà çàäà÷à x 6∈ A
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ñúùåñòâóâàò äâå çàäà÷è y, z ∈ A, òàêèâà, ÷å èìà ó÷åíèê ðåøèë çàäà÷è x, y è z (â ïðîòèâåí
ñëó÷àé ùå äîáàâèì çàäà÷à x êúì A è ùå óâåëè÷èì t).

Ïî òîçè íà÷èí íà âñÿêà çàäà÷à èçâúí A ñúîòâåòñòâà äâîéêà îò çàäà÷è îò A. Ïðè òîâà

íà ðàçëè÷íè çàäà÷è èçâúí A ñúîòâåòñòâàò ðàçëè÷íè äâîéêè îò A (â ïðîòèâåí ñëó÷àé ùå

èìà ó÷åíèê ðåøèë ïîâå÷å îò 3 çàäà÷è). Òúé êàòî t ≤ 9, òî äâîéêèòå â A ñà íàé-ìíîãî

(
9

2

)

= 36, à èçâúí A èìà ïîíå 37 çàäà÷è è îò 37 > 36 ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 4. �åàëíèòå ÷èñëà a, b, c, d ñà ðàçëè÷íè è èçïúëíÿâàò ðàâåíñòâàòà

ac = bd è

a

b
+

b

c
+

c

d
+

d

a
= 4.

Äà ñå íàìåðè íàé-ãîëÿìàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà

a
c
+ b

d
+ c

a
+ d

b
.

�åøåíèå. Îò äàäåíèòå èìàìå (a + c)(b + d) = 4ac. Äà îòáåëåæèì, ÷å ac = bd < 0 �

èíà÷å, (a + c)(b + d) = 4ac > 0 è òîãàâà (a + c)(b + d) = |a + c||b + d| > 2
√
ac2

√
bd = 4ac,

ïðîòèâîðå÷èå (íåðàâåíñòâîòî å ñòðîãî, ïîíåæå a, b, c, d ñà ðàçëè÷íè). Ñåãà îò íåðàâåíñòâîòî
ìåæäó ñðåäíîàðèòìåòè÷íî è ñðåäíîãåîìåòðè÷íî ïîëó÷àâàìå

a

c
+

b

d
+

c

a
+

d

b
=

a2 + b2 + c2 + d2

ac
=

(a+ c)2 + (b+ d)2

ac
− 4 ≤ −2

(a+ c) + (b+ d)

ac
− 4 = −12

�àâåíñòâî ñå äîñòèãà íàïðèìåð çà a = 1, b = −1, c = −3− 2
√
2, d = 3 + 2

√
2.

Çàäà÷à 5. Íåêà 2a+ 3b+ 5c = 0. Äîêàæåòå, ÷å óðàâíåíèåòî ax2 + bx+ c = 0 èìà êîðåí â

èíòåðâàëà [0; 1].

�åøåíèå. Àêî f(x) = ax2+bx+c, òî f

(
2

3

)

=
4a

9
+
2b

3
+c è f(0) = c, òàêà ÷å (9/2)f(2/3)+

(1/2)f(0) = 2a+ 3b+ 5c = 0. Àêî òóê f(2/3) ≥ 0, òî f(0) ≤ 0. Àêî f(2/3) < 0, òî f(0) > 0.
Îò ãðà�èêàòà íà êâàäðàòíàòà �óíêöèÿ ñëåäâà, ÷å èìà êîðåí â èíòåðâàëà [0; 2/3].

Çàäà÷à 6. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC. Òî÷êèòå A1 è B1 ñà îò ñòðàíèòå BC è AC ñúîòâåòíî.

Òî÷êèòå P è Q ñà îò îòñå÷êèòå AA1 è BB1, êàòî PQ ‖ AB. Òî÷êàòà P1 å îò ïðàâàòà PB1,

êàòî B1 å ìåæäó P è P1 è <) PP1C =<) BAC. Òî÷êàòà Q1 å îò ïðàâàòà QA1, êàòî A1 ìåæäó

Q è Q1 è <) CQ1Q =<) ABC. Ïðàâèòå AA1 è BB1 ïðåñè÷àò îïèñàíàòà îêîëî òðèúãúëíèêà

ABC îêðúæíîñò â òî÷êèòå A0 è B0, ñúîòâåòíî. Äà ñå äîêàæå, ÷å òî÷êèòå A0, B0, P, Q, P1

è Q1 ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò.

�åøåíèå. Íåêà AA1 ∩ BB1 = R. Ïîíåæå PQ ‖ AB è ABA0B0 å âïèñàí ÷åòèðèúãúëíèê,

èìàìå <) B0QP = 180◦− <) RQP = 180◦− <) ABB0 = 180◦− <) PA0B0 è ñëåäîâàòåëíî

PQB0A0 å âïèñàí. Ñúùî, <) B1B0C =<) BAC =<) B1P1C è òàêà òî÷êèòå B0, B1, P1 è C
ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò. Ñåãà àêî <) B0P1P = 180◦− <) B1CB0 = 180◦− <) ABB0 =
180◦− <) PQB0 =<) B0QP , îòêúäåòî P,Q, P1 è B0 ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò. Àíàëîãè÷íî

P,Q,Q1 è A0 ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò, ñ êîåòî çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Çàäà÷à 7. Òî÷êèòå P è Q îò ñòðàíàòà AB íà òðèúãúëíèêà ABC ñà òàêèâà, ÷å <) ACP =
<) ABC è <) BCQ =<) BAC. Òî÷êèòåM è N ñà ñúîòâåòíî îò ëú÷èòå CP è CQ è èçïúëíÿâàò

ðàâåíñòâîòî

CP
PM

= QN

CQ
. Äà ñå äîêàæå, ÷å ïðàâèòå AM è BN ñå ïðåñè÷àò âúðõó îïèñàíàòà

îêîëî òðèúãúëíèêà ABC îêðúæíîñò.
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�åøåíèå. Íåêà S = AM ∩BN è äà îçíà÷èì <) ABC =<) ACP = β è <) BAC =<) BCQ =
α. Òîãàâà △ACP ∼ △CBQ, îòêúäåòî (èçïîëçâàéêè è äàäåíîòî)

AP

PM
=

CP.CQ

QB

PM
=

NQ

QB

Íåùî ïîâå÷å, <) APM =<) BQC = α+ β. Ñëåäîâàòåëíî △NQB ∼ △APM . Îòòóê

<) ASB = 180◦− <) SAB− <) SBA = 180◦− <) MAP− <) AMP =

=<) APM = β + α = 180◦− <) ACB

ñ êîåòî çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Çàäà÷à 8. à) Íàìåðåòå âñè÷êè ìíîæåñòâà S îò åñòåñòâåíè ÷èñëà ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî:

çà âñåêè òðè ÷èñëà a, b è c îò S ÷èñëîòî

ab+ c

(a, c)
ñúùî å îò S.

á) Íàìåðåòå âñè÷êè ìíîæåñòâà S îò åñòåñòâåíè ÷èñëà ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî: çà âñåêè

òðè ÷èñëà a, b è c îò S, àêî ÷èñëîòî
ab− c

(a, c)
å åñòåñòâåíî, òî ñúùî å îò S.

Ñ (a, c) îçíà÷àâàìå íàé-ãîëåìèÿ îáù äåëèòåë íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà a è c.

�åøåíèå. à) Èìàìå

ab+ c

(a, c)
≥ b+1, êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ñàìî ïðè a = c. Ñëåäîâàòåëíî

âñè÷êè òúðñåíè ìíîæåñòâà ñà S = {n ≥ t}, êúäåòî t å �èêñèðàíî åñòåñòâåíî ÷èñëî.

á) Îòãîâîð: 1 èëè âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà. Ïðè a = c èìàìå
ab− c

(a, c)
= b− 1, ò.å.

àêî S ñúäúðæà äàäåíî åñòåñòâåíî ÷èñëî, òî S ñúäúðæà è âñè÷êè ïî-ìàëêè îò íåãî. Àêî

S 6= {1}, òî 2 ∈ S è òîãàâà a = b = 2, c = 1 äàâà 3 ∈ S è ò.í ùå ïîëó÷èì, ÷å â S èìà

ïðîèçâîëíî ãîëåìè ÷èñëà.
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